La matriz-quadtree y el algoritmo de Strassen

Especificacion algebraica en Nereus — material para alumnos

1. El problema

El algoritmo de Strassen multiplica dos matrices de 2~k x 2~k aplicando Divide y Conquista: parte
cada matriz en cuatro cuadrantes y, en lugar de los 8 productos de submatrices del método de
blogues ingenuo, usa solo 7 (a cambio de mas sumas y restas). Eso baja la complejidad de 0(n3) a
0(n"2.807) .

Como el problema es recursivo, conviene una representacion de datos recursiva. Si ademas la
matriz es rala (muchos ceros), queremos una estructura que ni siquiera almacene los bloques nulos: la
matriz-quadtree.

2. La matriz-quadtree: tres tipos de nodo

Una matriz cuadrada se subdivide recursivamente en sus cuatro cuadrantes. Cada nodo del arbol es
de uno de tres tipos — las tres claves del caso de estudio:

Constructor Nereus Significado

=0 zero region nula: submatriz toda de ceros
<0 scalar(v) region homogénea: bloque base 1x1 con el valor v
>0 quad(A11,A12,A21,A22) region no homogénea: nodo con los 4 cuadrantes

Por ejemplo, la matrizrala [[5,0],[0,3]] se representa asi — los dos ceros de la diagonal
secundaria son un Unico nodo zero cada uno, sin almacenar nada:

scalar(5) scalar(3)

[[5,0],[0,3]] como quad(scalar(5), zero(), zero(), scalar(3)).

Constructores y observadores en Nereus



BASIC CONSTRUCTORS zero, scalar, quad

zero: -> MatrixQT; -- region nula
scalar: Integer -> MatrixQT; -- bloque base 1x1
quad: MatrixQT * MatrixQT * MatrixQT * MatrixQT -> MatrixQT;

Los observadores responden preguntas sobre la estructura: iszZero, isScalar, isPartitioned;

scalarValue (valor de un bloque base); nw/ne/sw/se (los cuatro cuadrantes); y numNonZero (cuantos
elementos no nulos tiene la matriz).

3. Suma y resta
addQ y subQ recorren los dos arboles en paralelo. La clave estad en cdmo tratan al zero:

addQ(zero(), m) m;
addQ(m, zero()) = m;
addQ(scalar(x), scalar(y)) = scalar(x + y);

addQ(quad(all,al2,a21,a22), quad(bll,bl2,b21,b22)) =
quad(addQ(all,bll), addQ(al2,bl2), addQ(a21,b21), addQ(a22,b22));

El cero poda la operacion. El axioma addQ(zero(), m) = m devuelve m sin recorrerlo: sumar una
regiéon nula no cuesta nada. En una matriz rala, eso evita visitar ramas enteras del arbol. La resta es
analoga, con un detalle: subQ(zero(), m) recorre m negandolo (@ - M = -M), sin necesidad de una
operacion de negacion aparte.




4. El producto de Strassen

strassen(A, B) calcula A x B recursivamente, con tres casos base y el caso recursivo:

strassen(zero(), m) zero(); -- 9 *M =0 (poda La rama)
strassen(m, zero()) = zero(); --M*e0 =0 (poda La rama)
strassen(scalar(x), scalar(y)) = scalar(x * y);-- caso base: producto escalar
strassen(quad(all,al2,a21,a22), quad(bll,bl2,b21,b22)) =
LET
OPERATION pl: -> MatrixQT; ... p7: -> MatrixQT;
AXIOMS
pl() = strassen(addQ(all,a22), addQ(bll,b22));
p2() strassen(addQ(a21,a22), bil);
p3() strassen(all, subQ(b12,b22));
p4() strassen(a22, subQ(b21,bll));
p5() strassen(addQ(all,al2), b22);
p6() strassen(subQ(a21,all), addQ(bl1l,bl2));
p7() strassen(subQ(al2,a22), addQ(b21,b22));
IN
quad( addQ(subQ(addQ(p1(),p4()),p5()),p7()), -- C11 = pl+pd-p5+p7
addQ(p3(),p5()), -- C12 = p3+p5
addQ(p2(),p4()), -- C21 = p2+p4
addQ(subQ(addQ(p1(),p3()),p2()),p6()) ) -- €22 = pl+p3-p2+p6
END-LET;

¢Por qué el LET ? Los siete productos pl..p7 se usan mas de una vez al armar los cuatro cuadrantes
(pl aparece en C11y C22, etc.). El LET los liga una sola vez. Sin él, el axioma recalcularia productos y
se harian mas de 7 multiplicaciones recursivas por nivel — se perderia exactamente la ventaja que define
al algoritmo de Strassen.

5. Un ejemplo trabajado

Multipliquemos la identidad por una matriz diagonal (el ejemplo del caso de estudio):

[[1,9],[0,1]] quad(scalar(1l), zero(), zero(), scalar(l))

[[2,0],[0,2]] quad(scalar(2), zero(), zero(), scalar(2))

Los cuatro cuadrantes de cada una: all=scalar(l), al2=a2l=zero(), a22=scalar(1l) ;e igual para B

con el valor 2. Los siete productos:



p2
p3
p4
p5
p6

p7

strassen(al1+a22, b11+b22)
strassen(a21+a22, b11)
strassen(al1, b12-b22)
strassen(a22, b21-b11)
strassen(al1+a12, b22)
strassen(a21-al11, b11+b12)

strassen(a12-a22, b21+b22)

Y los cuatro cuadrantes del resultado:
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p1 + p4 - p5 + p7
p3 + p5
p2 + p4

p1 + p3 - p2 + pb6

strassen(scalar(2), scalar(4))
strassen(scalar(1), scalar(2))
strassen(scalar(1), scalar(-2))
strassen(scalar(1), scalar(-2))
strassen(scalar(1), scalar(2))
strassen(scalar(-1), scalar(2))

strassen(scalar(-1), scalar(2))

8-2-2-2
-2+2
2-2
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scalar(8)
scalar(2)
scalar(-2)
scalar(-2)
scalar(2)
scalar(-2)

scalar(-2)

scalar(2)
scalar(0)
scalar(0)

scalar(2)

El resultado es quad(scalar(2), scalar(®), scalar(®), scalar(2)), esdecir [[2,0],[0,2]] —

correcto: identidad por diagonal da la diagonal.

Observa que las posiciones nulas quedaron como scalar(0), no como zero() . El resultado es correcto

pero no en su forma rala candnica: la aritmética produjo un cero "explicito”. La operacién de

normalizacion de la seccion 6 reemplaza esos scalar(@) por zero() para mantener la matriz lo mas

rala posible.

6. Normalizacion rala

El ejemplo anterior dejo scalar(®) donde, idealmente, deberia haber zero() . Si se encadenan

varios productos sin corregir esto, la matriz se va densificando y se pierde el beneficio de la

representacion rala. Dos operaciones lo resuelven:

e isNormalized(m) — ;esta m en su forma rala canénica? (sin scalar(@),y sin nodos cuyos

cuatro cuadrantes sean nulos);

e normalize(m) — devuelve esa forma candnica.

normalize(zero()) = zero();

normalize(scalar(v)) = if v =

normalize(quad(all,al2,a21,a22)) =
joinQ(normalize(all), normalize(al2), normalize(a2l), normalize(a22));

0 then zero() else scalar(v) endif;




normalize trabaja de abajo hacia arriba: primero normaliza los cuatro cuadrantes y después usa el
auxiliar joinQ, que colapsa un nodo en zero() si sus cuatro cuadrantes ya normalizados resultaron
nulos. Sobre el resultado del ejemplo anterior:

normalize( quad(scalar(2), scalar(@), scalar(®), scalar(2)) )

= quad(scalar(2), zero(), zero(), scalar(2))

Por qué importa. La poda de Strassen ( strassen(zero, M) = zero) solo funciona si los ceros estan
representados como zero() .Un scalar(@) "engafa" a la estructura: ocupa un nodo y no poda nada.
Normalizar después de operar mantiene la matriz rala y conserva la eficiencia a lo largo de una cadena de
calculos.




7. Un ejemplo de 4x4

Una matriz de 4x4 es un quad cuyos cuatro cuadrantes son, a su vez, quad s de 2x2. Multipliquemos
dos matrices ralas:

5000 ]
0600 ]
0000 ]
2000 ]

quad(scalar(l),scalar(2),scalar(3),scalar(4)), zero(), zero(), zero() )
quad(scalar(5),zero(),zero(),scalar(6)), zero(), zero(), zero() )

Nivel 1 — los 7 productos del tope

Con all = A11, al2 = a2l = a22 = zero y bll = B11, bl2 = b21 = b22 = zero:

p1 = strassen(al1+a22, b11+b22) strassen(A11, B11) recursion |

p2 = strassen(a21+a22, b11) strassen(zero, B11) zero (podado)
p3 = strassen(all, b12-b22) strassen(A11, zero) zero (podado)
p4 = strassen(a22, b21-b11) strassen(zero, ...) zero (podado)
p5 = strassen(al1+al12, b22) strassen(A11, zero) zero (podado)
p6 = strassen(a21-al1, b11+b12) strassen(-A11, B11) recursion |

p7 = strassen(a12-a22, b21+b22) strassen(zero, zero) zero (podado)

De los 7 productos del nivel superior, 5 se resuelven sin recursién gracias a strassen(zero, M) =
zero y strassen(M, zero) = zero.Solo p1 y p6 bajan un nivel. Esa es la poda de la representacion

rala en accion.

Nivel 2 — la recursion p1 = strassen(A11, B11)

Con A11 = [[1,2],[3,4]] y B11 = [[5,0],[0,6]], los siete sub-productos y los cuatro cuadrantes:

E N R TR R R
55 35 -6 -20 18 10 -12



S N = S

gql+qgd4-qg5+q7 55-20-18-12
c12 g3+95 -6+18 12
C21 g2+q4 35-20 15
c22 g1+g3-g2+q6 55-6-35+10 24

Entonces p1 = quad(scalar(5),scalar(12),scalar(15),scalar(24)) = [[5,12],[15,24]] .Y, por
linealidad, p6 = strassen(-A11, B11l) = -(A11-B11) =
quad(scalar(-5),scalar(-12),scalar(-15),scalar(-24)) .

Nivel 1 — combinacion final

Con p2 = p3 = p4 = p5 = p7 = zero, las cuatro fébrmulas se simplifican:

N e

C11 pl + p4 - p5 + p7 p1 = [[5,12],[15,24]]
c12 p3 + p5 zero

C21 p2 + p4 zero

C22 pl+p3 -p2+pb6 addQ(p1, p6)

C22 = addQ(pl, p6) = pl + (-pl) se calcula cuadrante a cuadrante y da
quad(scalar(@),scalar(@),scalar(0),scalar(@)) — ceros explicitos: la matriz se densifico. Ahi

entra normalize:

resultado = quad( quad(scalar(5),scalar(12),scalar(15),scalar(24)),
zero(), zero(),
quad(scalar(®),scalar(09),scalar(9),scalar(9)) )

normalize(resultado)
= quad( quad(scalar(5),scalar(12),scalar(15),scalar(24)),
zero(), zero(), zero() )

que es la matriz producto, correcta y en forma rala candnica:

[ 51200 ]
[15 24 @ © ]

[0 000 ]
[0 000 ]

Este ejemplo recorre las tres ideas juntas: la poda (5 de los 7 productos del tope se resuelven sin
recursion), la recursion de Strassen ( p1 baja un nivel y aplica de nuevo los 7 productos), y la
normalizacidn, que recupera la forma rala después de que la aritmética introdujo ceros explicitos.



8. Por qué quadtree + Strassen para matrices ralas

El arbol de recursion de Strassen tiene factor de ramificacion 7: para matrices 2~k x 2~k hace 77k

productos escalares, frente a 8k del método de bloques ingenuo. Ahi esta el 0(n*2.807) .

La matriz-quadtree agrega una segunda poda, ortogonal a la anterior: los axiomas strassen(zero(),
m) = zero() y strassen(m, zero()) = zero() cortan unarama recursiva entera en un solo paso. En
una matriz rala — donde abundan los bloques nulos — muchisimos de los 7 subproductos de cada
nivel se resuelven al instante sin recursién. La estructura recursiva de los datos acompaia a la
estructura recursiva del algoritmo.

9. Para practicar

1. Escribi como MatrixQT la matriz [[0,7],[0,0]] Yy calculd numNonZero .

2. Calculd strassen(zero(), B) para cualquier B: jcuantas multiplicaciones escalares hace? ;Por
qué?

3. En el ejemplo de la seccidon 5, jcudl de los 7 productos se podria "podar” si A tuviera a22 =
zero() ? Segui los axiomas.

4. Verificad a mano que addQ es conmutativa sobre el ejemplo: addQ(A,B) = addQ(B,A) .

5. ;Por qué strassen no tiene axioma para strassen(scalar(x), quad(...)) ? ;Qué tendria de
malo esa multiplicacion?



